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* Yönlü do¤ru parçalar›n›n, uzunlu¤unu, tafl›y›c›s›n›, s›f›r yönlü do¤ru parças›n›, 
paralel ve efl yönlü do¤ru parçalar›n› tan›yabilecek ve bunlar› sembolle 
gösterebilecek,

* Vektörleri ve özelliklerini tan›yabilecek, yönlü do¤ru parçalar› ile vektörler 
aras›ndaki iliflkiyi yazabilecek,

* Verilen bir yönlü do¤ru parças›n›n bafllang›ç noktas›n›, bitim noktas›n›, 
do¤rultusunu, yönünü, uzunlu¤unu belirtebilecek,

* Verilen bir yönlü do¤ru parças›n›n ters yönlüsünü ve d›fl›ndaki bir noktada efl bir 
yönlü do¤ru parças›n› çizebilecek,

* Vektörler kümesinde; toplama ifllemi, ç›karma ifllemi, bir vektörün bir reel say› 
ile çarpma ifllemini yapabilecek,

* Vektörler bilgisinin geometriye uygulanmas›na ait problemleri çözebilecek,

* Analitik düzlemde, yer vektörünü, iki vektörün eflitli¤ini yer vektörün 
uzunlu¤unu bileflenleri cinsinden yazabilecek,

* ‹ki vektörün paralelli¤i ve dikli¤ini, bileflenleri aras›ndaki iliflkiyi bulabilecek ve
iki vektörün paralel veya dik olup olmad›¤›n› belirleyebilecek,

* Temel baz vektörlerini söyleyebilecek ve sembolle gösterebilecek,

* ‹ki vektörün lineer ba¤›ml› veya lineer ba¤›ms›z olmalar›n› belirtebilecek,

* Vektörlerde iç çarpma ifllemini hesaplayabilecek,

* Verilen iki vektör aras›ndaki aç›y› hesaplayabilecek ve iki vektörün dik olup 
olmad›¤›n› gösterebilecek,

* Geometrik flekillerin alanlar›n› vektörler yard›m›yla hesaplayabilecek,

* Verilen çemberin denklemini vektörler yard›m›yla yazabilecek,

* Verilen do¤runun denklemini vektörler yard›m›yla yazabileceksiniz.

BU BÖLÜMÜN AMAÇLARI☞
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* Verilen tan›mlar› iyi anlay›n›z. Tan›mlar aras›ndaki iliflkileri kavramaya çal›fl›n›z.

* Ünite ile ilgili çeflitli kaynak kitaplar›ndan faydalan›n›z.

* Özet olarak haz›rlad›¤›m›z k›sm› dikkatli bir flekide çal›fl›n›z.

*   Örnek sorular› dikkatle inceleyip anlamaya çal›fl›n›z kitab› kapatarak tekrar 
çözmeye çal›fl›n›z. Tak›ld›¤›n›z yerde çözüme bak›n›z.

* Her konuyu tam olarak ö¤reniniz. Bir konuyu ö¤renmeden di¤er konuya 
geçmeyiniz. Konu ile ilgili bilginiz yeterli de¤ilse soruyu çözmeden önce, 
kitaplardan veya ders notlar›n›zdan konuyu yeniden okuyunuz.

* Varsa verilen flekilden, yoksa uygun flekil çizerek verilenlerle istenilen aras›ndaki 
iliflkiyi araflt›r›n›z.

* Ünitenin sonunda verilen al›flt›rmalar› ve de¤erlendirme testini mutlaka çözünüz. 
Çözemedi¤iniz taktirde ünitedeki bilgi ve örnekleri tekrar ediniz. De¤erlendirme 
testinin  cevaplar›n›, cevap anahtar› ile karfl›laflt›r›n›z. 

NASIL ÇALIfiMALIYIZ? ✍
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DÜZLEMDE  VEKTÖRLER

1. YÖNLÜ DO⁄RU PARÇASI   
A flehri ile B flehri aras›nda, bir otobüs flirketi yolcu tafl›maktad›r. A dan B ye gitmek

isteyen bir kimse, A dan yola ç›karak B ye do¤ru [AB] yolunu alacakt›r. Dönmek
isteyen bir kimse ise [BA] yolunu alacakt›r.

Burada al›nan yollar›n bafllang›ç ve bitim noktalar› vard›r. Yönleri farkl›d›r.
Do¤rultu ve uzunluklar› ayn›d›r. (fiekil 4.1)

I. Yönlü Do¤ru Parças›n›n Tan›m› 
Uç noktalar›ndan birisi bafllang›ç noktas›, di¤eri bitim noktas› olacak flekilde

seçilen do¤ru parças›na yönlü do¤ru p a r ç a s › denir.

Bafllang›ç noktas› A ve bitim noktas› B olan yönlü do¤ru parças›

II. Yönlü Do¤ru Parças›n›n Uzunlu¤u 

Bir do¤ru parç›s›n›n bafllang›ç ve bitim noktalar› aras›ndaki uzakl›¤a Yönlü
do¤ru parças›n›n uzunlu¤u denir.

III. Yönlü Do¤ru Parças›n›n Tafl›y›c›s›

Bir yönlü do¤ru parças›n›n üzerinde bulundu¤u do¤ruya, yönlü do¤ru parças›n›n
tafl›y›c› do¤rusu denir.  (fiekil 4.2) de A ve B noktalar›ndan geçen d do¤rusuna,

Bir yönlü do¤ru parças›n›n belli olabilmesi için; yönü, uzunlu¤u ve tafl›y›c›
do¤rusu belli olmal›d›r.

IV. S›f›r Yönlü Do¤ru Parças› 

Uç noktalar› ayn› (çak›fl›k) olan yönlü do¤ru parçalar› da vard›r. 

Bir A noktas›n› yönlü do¤ru parças› olarak düflünebiliriz. Bunu         biçiminde
yazar›z.         yönlü do¤ru parças›n›n bafllang›ç noktas› A ve bitim noktas› da  A d›r.
Yönü ise belirsizdir. Yönlü do¤ru parças›n›n uzunlu¤u s›f›rd›r.                       ve
tafl›y›c›s› belirsizdir.

yönlü do¤ru parças›n›n uzunlu¤u

yönlü do¤ru parças›n›n tafl›y›c›s› denir.

sembolü ile göserilir.

gösterilir.

fl e k l i n d e

yönlü do¤ru parças›n›n yönü A den B ye do¤rudur.

AB

AB

AB

AB

AA

AA
AA

AB

AA  = 0  AA   

A fiehri B fiehri

fiekil 4.1

YönA B

Bafllang›ç Noktas› Bitim Noktas› Tafl›y›c› do¤ru

d

fiekil 4.2

➠
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ÖRNEK 1 

fiekil 4.3’ de verilen yönlü do¤ru parças›n›n, bafllang›ç noktas›n›, bitim 
noktas›n›, do¤rultusunu, yönünü ve uzunlu¤unu belirtelim. 

ÇÖZÜM 1 
Verilen yönlü do¤ru parças›n›n; bafllang›ç noktas› A,  bitim noktas› B dir. Yönü A d a n

B ye do¤rudur.                      için ortak olan AB do¤rusu do¤rultusudur. Uzunlu¤u, A ve B
noktalar› aras›ndaki uzakl›¤a yani [AB] n›n uzunlu¤una eflittir.

V. Paralel Yönlü Do¤ru Parçalar› 

‹ki yönlü do¤ru parças›n›n tafl›y›c›lar› çak›fl›ksa veya paralelse, bu yönlü do¤ru
parçalar›na paralel yönlü do¤ru parçalar› denir.

yönlü do¤ru parçalar›n›n paralelli¤i                    sembolü ile gösterilir (fiekil 4.4).

ÖRNEK 2: Verilen bir           yönlü do¤ru parças› ile ters yönlü olan yönlü do¤ru
parças›n› çizelim. 

ÇÖZÜM 2 
yönlü do¤ru parças›          yönlü do¤rusu parças›n›n ters yönlüsüdür.          ile         

yönlü  do¤ru parçalar›n›n sadece  yönleri farkl›d›r. Tafl›y›c› do¤rular› ayn›, uç 
noktalar› da ayn› noktalard›r.          i le           n›n yönleri birbirinin tersidir. 

yönlü do¤ru parças› ile ters yönlü olan baflka yönlü do¤ru parçalar› da vard›r.

yönlü do¤ru parças›n›n tafl›y›c›s›    d    do¤rusu üzerinde veya bu tafl›y›c›ya paralel
olan k do¤rusu üzerinde         yönlü do¤ru parças› ile ters yönlü olan  baflka yönlü olan
do¤ru parçalar› da çizilebilir.           yönlü do¤ru parças›             yönlü do¤ru parças›
ile ters yönlüdür. (fiekil 4.4)

VI. Efl Yönlü Do¤ru Parçalar› 
Uzunluklar› s›f›rdan farkl› olan            yönlü do¤ru parçalar›n›n, do¤rultular›, yönleri,

uzunluklar› ayn› ise             yönlü do¤ru parçalar›na birbirine efl yönlü do¤ru
parçalar› denir.

yönlü do¤ru parçalar›n›n  eflli¤i,                  fleklinde gösterilir.
yönlü do¤ru parçalar› da efl yönlü do¤ru parçalar› olarak kabul edilir  ve

dir.

AB ve BA 
AB = AB  dir. 

AB  ve CD  AB  //  CD  

AB

BA AB

BA 
AB BA 

AB

AB
AB

DC AB

AB
AB  , CD 

AB  , CD AB  ≡ CD AA  , BB , CC 

AA  ≡ BB  ≡  CC  

AB

B

A

A B d

C D
k

fiekil 4.3 fiekil 4.4
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ÖRNEK 3 : Afla¤›daki                                   yönlü do¤ru parçalar›na efl yönlü
do¤ru parçalar› çizelim.

ÇÖZÜM 3: Afla¤›daki flekillerde oldu¤u gibi                                                                          

ÖRNEK 4: Verilen ABCD paralelkenar›nda birbirine efl olan yönlü do¤ru parçalar›n›
yazal›m (fiekil 4.5).

ÇÖZÜM 4: Bir paralelkenarda karfl›l›kl› kenarlar› eflit ve paralel, köflegenleri
birbirini ortalar. Bu özelli¤inden faydalan›larak;

ÖRNEK 5: Verilen bir yönlü do¤ru parças›na d›fl›ndaki bir noktadan efl yönlü bir
do¤ru parças›n› çizelim. 

ÇÖZÜM  5: Verilen         yönlü do¤ru parças›na d›fl›ndaki C noktas›ndan efl yönlü         
yönlü do¤ru parças›n› çizmek için, önce  A ve C den geçen AC do¤rusu çizilir.

Ü z e r i n d e k i C noktas›ndan          yönlü do¤ru parças›na paralel olan bir d do¤rusu  çizilir.
Bunun üzerinde,                   olacak flekilde bir D noktas› iflaretlenerek istenen yönlü
do¤ru parças› çizilir (fiekil 4. 6).

A B

G H

AB // GH

AB = GH

AB = GH

C

D
K

L

CD // KL

CD = KL

CD = KL

M

F

E N

EF // MN

EF = MN

EF = MN

A

D C

B

O

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AO  ≡  OC  dir.  

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB  // DC   ve   AB  = DC    oldu¤undan,    AB  ≡  DC  dir.  

BC  // AD   ve   BC  = AD    oldu¤undan,    BC  ≡  AD  dir.  

AO  // OC   ve   AO  = OC    oldu¤undan,    AOx  ≡  OC  dir.  

BO  // OD   ve   BO  = OD    oldu¤undan,    BO ≡  OD  dir.   

AB
AB  , CD 

A

C
d

D

B

AB
AB ≡  CD 

AB  ,  CD  ve   EF   yönlü do¤ru  

parçalar›na GH  ,  KL  ve   MN   efl yönlü do¤ru parçalar› çizilebilir.   

AB  ,  CD  ve   EF   yönlü do¤ru  

fiekil 4.5 fiekil 4.6



ANAL‹T‹K GEOMETR‹ 1

92

ÖRNEK 6: Verilen          yönlü do¤ru parças›na eflit uzunlukta, ayn› do¤rultu ve
ters yönlü do¤ru parças›n› çizelim. 

ÇÖZÜM  6: Çizimi iki flekilde yapabiliriz.

a) d do¤rusu üzerinde z›t  yönlü                                  (fiekil 4. 7)

2. VEKTÖRLER 

Düzlemdeki bütün  yönlü do¤ru parçalar›n›n kümesi K olsun. K kümesinde tan›ml›
efl olma (efllik) ba¤›nt›s›n›n bir denklik ba¤›nt›s› oldu¤unu gösterelim. (fiekil 4.9)

Bu ba¤›nt›n›n: 

1. Yans›ma özelli¤i vard›r.

Her yönlü do¤ru parças› kendisine eflittir.

Düzlemdeki bütün yönlü do¤ru parçalar›n›n K kümesinde tan›mlanan efllik
ba¤›nt›s›, bir denklik ba¤›nt›s›d›r.  Efllik ba¤›nt›s›, düzlemdeki yönlü do¤ru
parçalar›n›n K kümesini, denklik s›n›flar›na ay›r›r.

Böylece         yönlü do¤ru parças›na ters yönlü,         yönlü do¤ru parças› çizilmifl
olur.

AB

A B
d

C

 
AB = AC  ve AB ≡  AC  oldu¤undan,    AB = - AC  olur. 

A B d

D C k

b)  d // k do¤rular›n› çizelim. (fiekil 4. 8)     k do¤rusu üzerinde AB ile z›t yönlü  CD = AB  çizersek

CD = AB  çizersek   AB // CD  olur.

 AB = CD  ve AB ≡  CD  oldu¤undan,   AB = - DC  olur. 

AB CD

A

DC

B

FE
K 

AB =AB,  CD =CD, EF = EF , AA = AA ,BB = BB, ... 
 
AB =AB,  CD =CD, EF = E F , AA = AA ,BB = BB, ... 

2. fiimetri özeli¤i vard›r. AB = CD  ise  CD = AB  dir.  

3. Geçiflme özelli¤i vard›r. AB =CD  ve  CD =EF   ise AB = EF  dir. 

AB  = AC    alal›m. 

C, A ve B noktalar› do¤rusald›r. AC // AB olur.  

fiekil 4.7 fiekil 4.8

fiekil 4.9

➠
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I. Vektörün Tan›m› 
Düzlemdeki yönlü do¤ru parçalar›n›n kümesinde tan›ml›, efllik ba¤›nt›s›n›n

oluflturdu¤u denklik s›n›flar›n›n her birine, vektör denir.

(fiekil 4. 9) da        yönlü do¤ru parças›na efl olan yönlü do¤ru parçalar›ndan
baz›lar› gösterilmifltir.        yönlü do¤ru parças›na, efl olan tüm yönlü do¤ru parçalar›n›n
kümesi 

II. S›f›r Vektörü 

Bafllang›ç  ve  bitim  noktas›  ayn›  olan  vektöre  s›f›r vektörü  denir.

kümesinde                                fleklinde gösterilir.

S›f›r vektörün uzunlu¤u                                            yönü  ve do¤rultusu tan›ms›zd›r
(belirsizdir). (fiekil 4.10) da s›f›r vektörleri gösterilmifltir.

III. Ters (Z›t Vektörler) 

Do¤rultular› ayn›, yönleri ters olan vektörlere, ters (z›t) vektörler denir. Bu
yönlü do¤ru parçalar›n›n boylar› eflit de olabilir farkl› da olabilir.

IV. Bir Vektörün Normu 

yönlü do¤ru parçalar›n›n A noktas› ile B noktas› aras›ndaki uzakl›¤a

vektörünün normu (büyüklü¤ü, uzunlu¤u) denir.

vektörünü                                           fleklinde de gösterebiliriz.  

AB
AB

A B AB = X Y : X Y ≡  A B  

O = AA , BB , ... O = AA = BB , ...

AA  =  BB  = 0 (s›f›rd›r) 

Verilen (fiekil 4.11) de AB ve  AC  vektörleri ters (z›t) vektörlerdir. 

AB AB

 AB  = AB = a ise,   a  ≥ 0 d›r.    AA   =    O   = 0 d›r. 

B

C

A B
d

C

 XY : XY ≡ AB   dir. 

AB yönlü do¤ru parças›n›n uzunlu¤u, AB   sembolü ile gösterilir.

AB  vektörünün büyüklü¤ü (normu),  AB  sembolü ile gösterilir. 

AB  vektörünün normu diye okunur. 

fiekil 4.10 fiekil 4.11

➠
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3. VEKTÖRLER KÜMES‹NDE ‹fiLEMLER

I. Toplama ‹fllemi 

Bafllang›ç noktalar› düzlemin bir A noktas› olsun,

a. u ve ϑ vektörlerinin do¤rultular› ve yönleri ayn› olmalar› durumunda  

u ve ϑ vektörleri ayn› yönlü olduklar›ndan d  do¤rusu üzerinde u vektörü al›n›r.  

u vektörünün bitim noktas›ndan  itibaren ϑ  vektörü alınır. Böylece u +ϑ vektörlerin 
toplam› bulunur. (fiekil 4. 12) 

b. u ve ϑ vektörlerinin do¤rultular› ayn› z›t yönlü olmalar› durumunda   

u ve ϑ vektörlerinin do¤rultular› ayn› yönleri z›t olmalar› durumunda  

u +ϑ vektörlerin toplam› (fiekil 4.13) de çizilmifltir. 

c. u ve ϑ vektörlerinin do¤rultular› ayn› olmayan iki vektör olmalar›  
durumunda  

AB = u ve  AC = ϑ olacak

 flekilde AB  ve  AC   vektörlerini çizelim. (fiekil 4.14) de ACDB paralelkenar›na 

 flekilde AB  ve  AC   vektörlerini çizelim. (fiekil 4.14) de ACDB paralelkenar›na 

tamamlayal›m.   A D vektörüne,     u ve ϑ vektörünün toplam› denir. 

d

u

v

u v

u  +  v

d

u

v

u

v

u  +  v

u

v

u

v

B

A C

D

fiekil 4.12

fiekil 4.13

fiekil 4.14
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Paralel kenarda karfl›l›kl› kenarlar birbirine eflit ve paralel oldu¤undan 

ÖRNEK 7  

Verilen ( fiekil 4.15)   te [BC] do¤ru parças›n›n  orta noktas› O olsun. 

ÇÖZÜM 7

ÖRNEK 8 

ÇÖZÜM 8

O halde, iki vektörün toplam› yine
bir vektördür.

Vektörler kümesi toplama ifllemine
göre kapal›d›r.

II. Vektörler Kümesi Toplama ‹fllemine Göre De¤iflmeli Bir Gruptur.

a. Vektörler kümesi toplama ‹fllemine göre kapal›d›r.

AB  ≡  CD dir. O halde  AC  +  CD  =  AD  olur.  Paralelkenar çizmeden de iki 
   vektörün toplam›n› ACD üçgenleri yard›m›yla da bulabiriz. Yap›lan bu iflleme
                                       geometrik toplama ifllemi denir.    

AO  = 1
2

 AB + AC   oldu¤unu gösterelim.

AB ve AC vektörlerinin toplam›n› paralelkenar yolu ile bulursak  AB + AC = AD dir. 

A

D

C

B

O

a

b

a

b

a + b
O C

AO  = 1
2

  AD oldu¤undan, 

AO  = 1
2

 AB + AC    olur. 

AB ve BA   vektörlerin  toplam›n› bulal›m. 

AB + BA = AA   dir. AA n›n temsil etti¤i vektör s›f›r vektörüdür .

O halde   AB ile  BA  birbirinin toplama ifllemine göre tersleridir. 

Bu nedenle AB + BA = 0 y›z›l›r. yani  AB = - BA  olur. 
AB + BA = AA   dir. AA n›n temsil etti¤i vektör s›f›r vektörüdür .  O halde,  

AB ile  BA   vektörleri, birbirinin toplama ifllemine göre tersleridir. Bu nedenle,
 
                     A B + BA = 0 yaz›l›r. yani  AB = - BA  olur. 

fiekil 4.16’da düzlemde verilen a ve b vektörlerinin toplam›n›  hesaplayal›m .

fiekil 4.16’da düzlemde verilen a ve b vektörlerinin toplam›n›  hesaplayal›m .

OC = a +b   dir.

fiekil 4.15

fiekil 4.16

AB  ≡  CD dir. O halde  AC  +  CD  =  AD  olur.  Paralelkenar çizmeden de iki 
   vektörün toplam›n› ACD üçgenleri yard›m›yla da bulabiliriz. Yap›lan bu iflleme
                                       geometrik toplama ifllemi denir.    

AB  ≡  CD dir. O halde  AC  +  CD  =  AD  olur.  Paralelkenar çizmeden de iki 
   vektörün toplam›n› ACD üçgenleri yard›m›yla da bulabiriz. Yap›lan bu iflleme
                                       geometrik toplama ifllemi denir.    

AB ve AC vektörlerinin toplam›n› paralelkenar yolu ile bulursak  AB + AC = AD dir. 

AB + BA = AA   dir. AA n›n temsil etti¤i vektör s›f›r vektörüdür .  O halde,  

AB ile  BA   vektörleri, birbirinin toplama ifllemine göre tersleridir. Bu nedenle,
 
                     A B + BA = 0 yaz›l›r. yani  AB = - BA  olur. 

AB + BA = AA   dir. AA n›n temsil etti¤i vektör s›f›r vektörüdür .  O halde,  

AB ile  BA   vektörleri, birbirinin toplama ifllemine göre tersleridir. Bu nedenle,
 
                     A B + BA = 0 yaz›l›r. yani  AB = - BA  olur. 
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b. Ve k t ö r l e r kümesinin toplama
ifllemine göre, birleflme özelli¤i vard›r.

fiekil 4. 17’de düzlemde verilen 

c. Vektörler kümesinin toplama ifllemine göre, birim (etkisiz) elmeman› vard›r.

d. Vektörler kümesinin toplama ifllemine göre, ters eleman› vard›r.

e. Vektörler kümesinin toplama ifllemine göre, de¤iflme  özelli¤i vard›r.

a , b ve c    toplamlar›n› hesap edelim.

OA = a ,     AB = b   ve    BC = c 
vektörlerini  çizelim.

OB = OA + AB  yeni  OB = a + b dir.

OBC üçgeninde, OC = OB + BC

yani  OC = a + b  +c  dir.   (1.)

a

b
c

c

a

b

ABC  ücgeninde  AC =  AB + BC    yani   AC = b  + c  dir.   

OAC üçgeninde, OC = OA + AC       yani     OC = a + b +c    dir.   (2.) 

                   (1.) ve (2.) den      a + b  +c = a + b +c    olur.
   O halde, vektörler kümesinde; toplama iflleminin birleflme özelli¤i vard›r. 

AB = a olsun.     AB + BB = AB  oldu¤undan   a + 0  = a  d›r.

AA +AB = AB oldu¤undan     0 +a = a d›r.    Öyleyse,  a +0 = 0 + a = a    olur. 

O halde, vektörler kümesinde toplama  ifllemine göre, birim (etkisiz) eleman› vard›r. 

AB = a  olsun.  BA = - a  d›r.

AB +BA  = AA  ise , a +  - a   d›r.  (1)

BA +AB  = BB  ise ,  - a  + a + = - 0 d›r.  (2)

(1) ve (2) den ;  a +  - a  =   - a  + a  = 0  olur. 

O halde, vektörler kümesinde her   a   elaman›n›n toplama ifllemine göre 

AB = a  ve AC = b  efl vektörlerini al›p ABDC paralel kenar›n› çizelim. 

fiekil 4.17

OAC üçgeninde, OC = OA + AC       yani     OC = a + b +c    dir.   (2.) 

                   (1.) ve (2.) den      a + b  +c = a + b +c    olur.
   O halde, vektörler kümesinde; toplama iflleminin birleflme özelli¤i vard›r. 

OAC üçgeninde, OC = OA + AC       yani     OC = a + b +c    dir.   (2.) 

                   (1.) ve (2.) den      a + b  +c = a + b +c    olur.
   O halde, vektörler kümesinde; toplama iflleminin birleflme özelli¤i vard›r. 

tersi vard›r. Bu da - a   vektörüdür. 

(fiekil 4.18) de  ABD üçgeninde;
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❂

❂

Vektörler kümesinde toplama iflleminin bu befl özeli¤i nedeniyle de¤iflmeli grup
olur. Bu de¤iflmeli gruba vektörlerin toplama grubu denir.

III. ‹ki Vektörün Fark› 

Ö R N E K 9: Verilen bir A B C
üçgeninde;

ÇÖZÜM 9: Paralelkenar kural›n›
uygularsak (fiekil 4.20) de;

b

a

A

C

D

B

b

a

AD =  AB  + BD   ise  AD = a +b dir.   (1)

ABC üçgeninde; AD = AC +CD  ise; 

AD = b +a d›r.   (2)

(1) ve (2) den  a + b = b +a  olur.        
O halde, vektörler kümesinde toplama
iflleminin de¤iflme özelli¤i vard›r.

         a ve  b  vektörleri verilmifl olsun. a + - b  vektörüne  a  ile   b nin fark› denir.  
Bu fark› bulma ifllemine ç›karma ifllemi denir.   

a
b

A

-b
a

b

D

B

E

AB = a  ve   AD  =b  olsun.
(fiekil 4.19) da  AB - AD vektörlerini
paralelkenar kural› ile bulmaya çal›flal›m.

AB - AD = DB yani

 a - b = DB  dir.

AD = - BE  oldu¤undan, 

AB + BE = AE   yani

a + - b  = AE 

DB =  AE oldu¤undan, 

a - b = a + - b   olur.

AB + BC + CA = 0   oldu¤unu gösterelim.

A

CB

AB + BC + CA = AC + CA  = AA = 0 
elde edilir. 

fiekil 4.18

fiekil 4.19

fiekil 4.20
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ÖRNEK 10: Bir            vektörü ve herhangi bir K noktas› verilmifl olsun. 

ÇÖZÜM 10: fiekil  4.21’e göre, 

ÖRNEK 11

fiekil 4 . 2 2 ’de  verilen ABCD paralelkenar›nda 

ÇÖZÜM 11

Bir paralelkenarda karfl›l›kl› kenarlar eflit ve paralel oldu¤undan, 

4. B‹R VEKTÖRÜN B‹R REEL SAYI ‹LE ÇARPIMI

I.         Vektörü ile  k ∈ R verilsin

AB

AB = KB - KA   oldu¤unu gösterelim.

A

K B

A

C

B

D

a

b

AB = AK + KB  eflitli¤i, her  K noktas› için do¤rudur.  AB = AK + KB eflitli¤inde, 

AB = AK + KB  eflitli¤i, her  K noktas› için do¤rudur.  AB = AK + KB eflitli¤inde, 

AK = - KA yaz›l›rsa  AB = -KA + KB =  KB -  KA  elde edilir. 

AK = - KA yaz›l›rsa  AB = -KA + KB =  KB -  KA  elde edilir. 

AB = a ve BC = b ise; AC +BD  

toplam›n› a ve  b vektörleri cinsinden bulal›m. 

BC = AD  dir.  AB = -BA   
oldu¤unu düflünürsek  

AC = AB + BC = a +b
BD = BA + AD = -a +b

AC + BD =  a +b   +  -a +b

AC +  BD =  a +b -  a +b  =  2b  
bulunur.  
 

+

A B

a. k > 0 ise, CD  =  k . AB  vektörü  AB vektörü ile ayn› do¤rultuda ve ayn› yöndedir.

     CD = k AB olur. 

b.  k < 0 ise, CD = k AB  vektörü AB vektörü ile ayn› do¤rultuda ve ters yönlüdür.   

     CD = k AB olur.

fiekil 4.21

fiekil 4.22
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ÖRNEK 12: vektörü veriliyor. Buna göre 3. vektörünü çizelim. 

ÇÖZÜM 12:

ÖRNEK 13: vektörü veriliyor. Buna göre  -3.         vektörünü çizelim. 

ÇÖZÜM 13:

I I . ‹flleminin Özellikleri

III. Bir vektör ile bir reel say›n›n çarp›m›na ait özellikler: 

AB

d // AB do¤rusunu çizelim.  d do¤rusu üzerinde, CD =3AB 

A B

d
C D3 . AB

olacak flekilde AB vektörü ile ayn› yönlü  CD vektörünü çizelim (fiekil 4.23) te,

CD // AB ve  CD = 3 AB  oldu¤undan,

CD  = 3 . AB  olur. 

AB

d // AB do¤rusunu çizelim

A B

d
D C-3 . AB

d do¤rusu üzerinde, DC  = -3 AB al›narak      
 
AB vektörü ile ters yönlü olarak DC vektörü çizilir.

CD // AB  ve CD = - 3  AB  oldu¤undan,        

CD = -3 AB  olur. 

 DC  = -3 AB olacak flekilde   

d do¤rusu üzerinde, DC  = -3 AB al›narak      
 
AB vektörü ile ters yönlü olarak DC vektörü çizilir.

CD // AB  ve CD = - 3  AB  oldu¤undan,        

CD = -3 AB  olur. 

d do¤rusu üzerinde, DC  = -3 AB al›narak      
 
AB vektörü ile ters yönlü olarak DC vektörü çizilir.

CD // AB  ve CD = - 3  AB  oldu¤undan,        

CD = -3 AB  olur. 

AB vektörü ile ters yönlü  DC vektörünü çizelim.

 C D   =k A B   ise ;

a .   k >0  ise,  AB  ile  CD    ayn› do¤rultuda ve yöndedir.     

b.   k <0 ise,  AB  ile  CD    ayn› do¤rultuda  ters  yöndedir.  

c.   k = 1  ise,  AB  ile  CD    ayn› vektördür.       

d.   k = -1 ise,  AB  ile  CD    uzunluklar› ayn› ters yönlüdür.  

e .   k = 0 ise, CD =  0 . AB  = 0   oldu¤undan  CD   s›f›r vektörüdür.     

f.  k   < 1 ise, k . AB < AB   dir.       

g.  k  > 1 ise,  k . AB > AB  dir.          
  

a, b  reel say›lar›yla AB ve CD vektörlerinin çarp›m› ile ilgili özellikler flunlard›r: 

a .  a.b .AB  = a. b. AB  = b. a .AB  dür.     

b.  a.b . AB  = a .b  AB  dir.  

c.   a . AB + CD   = a. AB + a. CD   dir.      

d .   a ± b  . AB =  a. AB  ± b. AB dir.           

fiekil 4.23

fiekil 4.24

(fiekil (4.24).

AB

AB
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ÖRNEK 14 

fiekil 4.25’te   d do¤rusunun üzerinde bir           vektörü  veriliyor. a = 2  ve   b = 4
için  

ÇÖZÜM 14 

fiekil 4.25’te 

5. VEKTÖR B‹LG‹S‹N‹N GEOMETR‹YE UYGULANMASI

PROBLEM 1

fiekil 4.26’daki paralelkenarda E ve F noktalar› ait olduklar› kenarlar›n orta 
noktalar›d›r.

ÇÖZÜM 1

PROBLEM 2

fiekil 4.27’deki ABC üçgeninde;

ÇÖZÜM 2

AB
a . b . AB  = a.b. AB oldu¤unu gösterelim. 

2. 4. AB  = 2.4  AB = AE  olur. 

A D
4 . AB = AD

A B

B E
2 . AD = AE

A B E
( 2 . 4 ) . AB = AE

A

D

B

E C

F

a

b

A

B C
D

 AB = a ve AD  = b  oldu¤una göre, AF ve  AE  vektörlerini a ve b  vektörleri cinsinden 

cinsinden  ifade edelim. 

A F =  AB +BF                         AE =  AD +DE A F =  AB +BF                         AE =  AD +DE 

A F =  AB +BF           AE =  AD +DE            AF =  a + 1
2

 b   olur.    AE = b + 1
2

 a  olur.   

AE =  AD +DE            AE = b + 1
2

 a  olur.     

A F =  AB +BF           AE =  AD +DE            AF =  a + 1
2

 b   olur.    AE = b + 1
2

 a  olur.   

AE =  AD +DE            AE = b + 1
2

 a  olur.     

BD = DC ise, AD =1
2

 AB + AC   oldu¤unu gösterelim. 

gösterelim.

AD = AB + BD  
AD = AC + CD  

2   AD = AB + AC + BD  + CD  
2   AD = AB + AC 

     AD = 1
2

   AB + AC    olur. 

0

+

fiekil 4.25

fiekil 4.26

fiekil 4.27
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PROBLEM 3  

ABC üçgeninde [AB] ve  [AC ] kenarlar›n›n orta noktalar›, s›ra ile D ve E dir.
DE // BC ve | DE | =       |BC | oldu¤unu gösterelim.  

ÇÖZÜM 3  

fiekil 4. 28’de 

ÇÖZÜM 4 

PROBLEM 4 

fiekil 4.29’daki ABCD dörtgeninin,

1
2

AD = a ve AE = b vektörü ile gösterirsek,   

AB =2 a ve AC =2 b  olur.
ADE  üçgeninde,  DE = b - a  

ABC üçgeninde, BC= 2b - 2a  d›r. 

BC = 2 b - a  oldu¤undan  BC =2. DE    olur.  

BC = 2. DE  ise, BC // DE   ve  

 BC   = 2 DE    dir. 

Buna göre;  DE // BC  ve DE = 1
2

 BC  olur.  

A

B C

b

2b 2a-

b

a

a

D E
b - a

AC  ve BD    köflegenlerinin orta 

noktalar› P ve R dir.  PR  vektörünü 

AB ve CD  vektörleri cinsinden bulal›m.

AB =  AP +PB  

CD =  CP +PD

AB +  CD =AP +CP + PB + PD  dir. 

+

A B

C

D

R
P

          AC  n›n orta noktas› P oldu¤undan,  AP = PC   ve  AP = -CP    dir.   

PDB üçgeninde,  PR kenarortay oldu¤undan, PB + PD = 2 PR  dir. 

          Bu de¤erler yerlerine yaz›l›rsa,

AB+ CD = -CP + CP + 2PR  ise  2 PR = AB + CD      PR = 1
2

 AB + CD   bulunur.  
 0

fiekil 4.28

fiekil 4.29
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PROBLEM 5: Bir konveks dörtgenin kenarlar›n›n orta noktalar›n›n bir 
paralelkenar›n köfleleri oldu¤unu gösterelim. 

ÇÖZÜM 5: fiekil 4.30’da ABD
üçgeninde; 

I. ve II. eflitlikten 

Karfl›l›kl› kenarlar› eflit ve paralel olan dörtgen bir peralelkenar olaca¤›ndan
EFGH dörtgeni paralelkenard›r.

6. ANAL‹T‹K DÜZLEMDE            

VEKTÖRLER 

I. Yer Vektörü (Konum Vektörü)
fiekil 4.31’deki, analitik düzlemde çizilmifl
olan yönlü do¤ru do¤ru parçalar› birbirine e fl t i r.
Bu yönlü  do¤ru parçalar›na efl olan bütün yönlü
do¤ru parçalar›n oluflturdu¤u kümenin (denklik
s›n›f›n›n) bir vektör belirtti¤ini biliyoruz. Bu
vektörler efl yönlü do¤ru parçalar›ndan herhan-
gi biri ile temsil edilebilir.

Analitik düzlzemde bulunan ve bafllang›ç noktas› 0 (0, 0) noktas› olan bir vektöre
yer vektörü ya da konum vektörü denir.

fiekil 4.31’de, bu vektörü bafllang›ç noktas› 0 (0 , 0) olan         yönlü do¤ru parças› 
temsil ediyor.          vektörüne y e r (konum) vektörü d e n i r.

Analitik düzlemde tan›mlanan her noktaya  bir yer vektörü karfl›l›k gelir
karfl›t olarak analitik düzlemde tan›mlanan her yer vektörüne bir nokta karfl›l›k
gelir. Bu nokta yer vektörünün bitim noktas›d›r.

Analitik düzlemde bir P(x , y ) noktas› verildi¤inde,                   vektörü ile belirtilmifl
olur. P noktas›n›n koordinatlar› (x , y) ise,

❂

EH //  FG ve EH   = 1
2

 BD         (I.) 

(Problem 3 gösterildi.)
DBC üçgenide ayn› flekilde düflünürsek,

F G //  BD  ve  FG   = 1
2

 BD         (II.) 

EH //  FG  ve  EH   = F G  olur. 

A

B

C

D

E F

GH

y

L

K

x

R

S

L

M

D

C P

O

B

A F

E H

G

AB ,  CD , E F   , OP , ML ,... gibi 

OP
OP

OP = P
OP = P  vektörü 

P = x ,y  , P = x , y   ya da P = yx  fleklinde yaz›l›r. Biz P = x , y  fleklini kullanaca¤›z.   

fiekil 4.30

fiekil 4.31

(Problem 3 gösterildi.)
DBC üçgenide ayn› flekilde düflünürsek,

F G //  BD  ve  FG   = 1
2

 BD         (II.) 

(Problem 3 gösterildi.)
DBC üçgenide ayn› flekilde düflünürsek,

F G //  BD  ve  FG   = 1
2

 BD         (II.) 

➠
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A B
OP = P

❂

Uç noktalar› A (x1 , y1)  ve  B (x2 , y2) olmak üzere çizilen             vektörünün
yer (konum) vektörü                 = (x2 - x1 , y2 - y1) dir.

Köflelerinin koordinatlar› verilen bir      vektörünün yer (konum) vektörünün
koordinatlar›, verilen       vektörünün bitim noktas›n›n koordinatlar›ndan, bafllang›ç 
noktas›n›n koordinatlar› ç›kar›larak hesaplan›r.  x lerin fark›na yer vektörün birinci
birlefleni, y lerin fark›na da ikinci birlefleni denir.

ÖRNEK 15: = (3, 4),       = (- 3, 2)  ve      = (1, - 3) vektörlerini analitik

düzlemde gösterelim. 

ÇÖZÜM 15 

bafllang›ç noktas› 0 (0 , 0), bitim noktas› A (3 , 4)
olan vektördür.

Böylece                vektörü çizilmifl olur.

ÖRNEK 16: A( 1 , 2) ve B (-3 , 4) noktalar› veriliyor.         ve           vektörlerinin
yer vektörlerini bulal›m. Bu vektörlerin durumlar›n› aç›klayal›m.

ÇÖZÜM 16: a) vektörünün yer vektörü        olsun. 

II. ‹ki Vektörün Eflitli¤i : iki konum vektörünün eflit olmas› için gerek ve yeter
flart, bunlar›n hem x bileflenlerinin hem de  y bileflenlerinin eflit olmas›d›r.

ÖRNEK 17:

AB
AB

C

A = OA  oldu¤undan A = 3 , 4  vektörü

y

x

A(3, 4)

O

C(1, -3)

B(-3, 2)

31-3

-3

4

OA = A

B   ve  C vektörleri de ayn› flekilde  gösterilir. (fiekil 4.32).

B   ve  C vektörleri de ayn› flekilde  gösterilir. (fiekil 4.32).

AB BA

AB P1

AB = P1 =  xB - xA , yB - yA   oldu¤undan,    P1 = -3 - 1 , 4 - 2   ;   P1 = -4 , 2   dir.   

b)  B A  vektörünün yer vektörü  P2  olsun.

BA = P2 =  xA - xB , yA - yB   oldu¤undan    P2 = 1+ 3 ,  2 - 4   ;   P2 = 4 , -2    dir.    

Burada, P1 = -P2 ve AB = -BA  oldu¤u görülür.  O halde, bu vektörler z›t vektörlerdir. 

b)  B A  vektörünün yer vektörü  P2  olsun.

BA = P2 =  xA - xB , yA - yB   oldu¤undan    P2 = 1+ 3 ,  2 - 4   ;   P2 = 4 , -2    dir.    

Burada, P1 = -P2 ve AB = -BA  oldu¤u görülür.  O halde, bu vektörler z›t vektörlerdir. 

A = x1 ,y1   ve  B = x2 ,y2  vektörleri veriliyor. A = B  olmas› için, x1 = x2 ve y1 = y2 dir. 
 

A = x1 ,y1   ve  B = x2 ,y2  vektörleri veriliyor. A = B  olmas› için, x1 = x2 ve y1 = y2 dir. 
 

A = a + 1 , 4   ve  B = -1 , b + 2  vektörleri veriliyor.

A = B    ise, a ve b reel say›lar›n› bulal›m.

A B

fiekil 4.32
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olmas› için gerek ve yeter flart. 

y

x

A (x, y)

O

y

x H

y

xO P A B

A

B

C

P

a. fiekil 4.33'te, A = x , y  yer vektörü veriliyor. OA  uzunlu¤una A vektörün        

uzunlu¤u  (normu) denir. || OA || = || A || ile  gösterilir.  AOH dik üçgende pisagor 

teoremine göre;   || A || = x2 + y2 birimdir.   

A = B A = B

A = 3 , 4   ise  || A ||  = 9 + 16 = 25 = 5 birim  olur.

AB

AB   = OP  = x2  - x1
2+ y2  - y1

2  birim olarak bulunur.    

AB

AB   = x2  - x1
2+ y2  - y1

2   ifadesinden

AB   = 1- 1 2+ 5 - 1 2  =  0 2+ 4 2  = 16 = 4 birim olur. 

ÇÖZÜM 17:

a + 1 = - 1 ise   a = -2 dir.   b + 2 = 4 ise  b = 2 olur.

III. Bir Vektörün Uzunlu¤u (Normu)  

Yer vektörün uzunlu¤u (normu), yer vektörünün bileflenlerinin kareleri
toplam›n›n kareköküne eflittir.

b. fiekil 4. 34’te verilen bafllang›ç noktas› A(x1 , y1) ve bitim noktas›  B(x2 , y2)

olan         vektörünün konum vektörünün uzunlu¤unu (normunu) hesaplamak için, daha

önce oldu¤u gibi, 

ÖRNEK 18: = ( 3 , 4)  olan          vektörünün uzunlu¤unu bulal›m. 

ÇÖZÜM 18:

ÇÖZÜM 19:

ÖRNEK  19 : Bafllang›ç noktas› A( 1 , 1) ve bitim noktas› B (1 , 5) olan          

vektörünün uzunlu¤unu bulal›m.

A = B

fiekil 4.33 fiekil 4.34
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7. ANAL‹T‹K DÜZLEMDE VEKTÖRLERLE ‹LG‹L‹ ‹fiLEMLER

I. ‹ki Vektörün Toplam›  

Toplama ‹flleminin Özellikleri
Düzlemde                    herhangi üç vektör olsun. 

a. ‹ki vektörün toplam› yine bir vektördür. (Kapal›l›k özeli¤i)

b. (birleflme özeli¤i)

c. (birim eleman özeli¤i)

d. olacak flekilde her bir       vektörü için bir tek           
vektörü  vard›r. (Ters eleman özeli¤i)

e. (De¤iflme özeli¤i)

Vektörle rde toplama ifllemi bu befl özeli¤e sahip oldu¤u için vektörler k ü m e s i
toplama ifllemine göre  de¤iflmeli gruptur.

Buna göre, iki vektörün toplam›n›n birleflenleri, toplanan vektörlerinin
bileflenlerinin toplam›na eflittir.

ÖRNEK 20:

ÇÖZÜM 20

fiekli analitik düzlemde göstermek istersek
(fiekil  4.35) te, OBCA paralelkenar›nda  O (0 , 0),
B (3 , -2),   C (4 , 2)  ve A (1 , 4) noktalar›, paralel
k e n a r › n köfleleridir. Bir paralelkenar›n, karfl›l›kl›
köflelerinin koordinatlar›, vektörlerin toplam›na
eflittir.

Düzlemde birleflenleri A = x1 , y1  ve  B = x2 , y2  olan iki vektör veriliyor.  

Bu iki vektörün toplam›  A+B  = x1 + x2 , y1  + y2   dir.

A = 1 , 4   ve B = 3 , -2  ise  A + B vektörünü bulal›m. 
Analitik düzlemde gösterelim. 

A = 1 , 4   ve B = 3 , -2  ise  A + B vektörünü bulal›m. 
Analitik düzlemde gösterelim. 

A = 1 , 4   ve B = 3 , -2  ise, 

C = A + B = 1 + 3 , 4 - 2  = (4 , 2)  olur. 

y

x

A(1, 4)

O

B(3, -2)

31

-2

4

C(4, 2)

4

2

A + B  +C = A + B +C  

A + 0 = 0 + A = A 

A + -A  = -A   + A = 0 A -A

A + B = B + A 

A , B ve C 

fiekil 4.35
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ÖRNEK 21: vektörününün toplama ifllemine göre tersini bulal›m. 

ÇÖZÜM 21:

II. ‹ki Vektörün Fark›  

ÖRNEK 22:

ÖRNEK 23

ÇÖZÜM 23

ÇÖZÜM 22:

III. Bir vektörün Bir reel say› ile çarp›m› 

Düzlemdeki bir                     v ektörünün  k reel say›s › ile çarp›m›  

k.  = k (x , y) = (kx , ky)  fleklinde tan›mlan›r.   k reel say›s› ile      vektörünün

çarp›m› olarak adland›r›l›r.

Buna göre, iki vek tör ün far k›n›n bileflenler i, ç›kar ›lan vektör ler in
birleflenlerinin fark›na eflittir.

A = 2 , 1  

A + B =  2  , 1  + (x , y)   = 2 + x  , 1 + y  = 0 , 0
2 + x = 0 ise    x = - 2  dir. 
1 + y = 0 ise,   y = - 1 dir. 

O halde,  A  = 2 , 1  vektörünün toplama ifllemine göre tersi

B =  -2  , -1    olur. 

Düzlemde A  = x1  , y1  ve  B = x2  , y2  vektörleri veriliyor. 

A - B =  A  + -B   fleklinde yaz›l›r.  

A - B = x1  , y1  + -x2  ,  -y2   = x1 - x2  , y1 - y2   bulunur. 

A =  3 , 5   ve B = -1 , 3  ise   A - B vektörünü bulal›m.

A - B =  3 - -1 , 5 - 3    =   3 + 1,  5 - 3  = 4 , 2   olur.  

A = x , y 

A A 

Düzlemde A = 3 , -2  vektörü veriliyor. 3A ,  1
2

 A ,  -1A  vektörlerini bulal›m. 

3A = 3 3 , -2  = 9 , -6     d›r.   
1
2

 A = 1
2

  3 , -2  = 3
2

  , -1    dir.  
 
-1A = -1 3 , -2  = -3 , 2     dir.   

3A = 3 3 , -2  = 9 , -6     d›r.   
1
2

 A = 1
2

  3 , -2  = 3
2

  , -1    dir.  
 
-1A = -1 3 , -2  = -3 , 2     dir.   

3A = 3 3 , -2  = 9 , -6     d›r.   
1
2

 A = 1
2

  3 , -2  = 3
2

  , -1    dir.  
 
-1A = -1 3 , -2  = -3 , 2     dir.   

A vektörünün toplama ifllemine göre tersi B  = x , y   olsun. 

Tan›ma göre, A + B = 0  olmal›d›r.  

➠
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Bir vektörün bir reel say› ile çarp›m›na ait özellikler

8. ‹K‹ VEKTÖRÜN PARALELL‹⁄‹  

Düzlemde  s›f›rdan farkl›                vektörleri verilsin. 

ÖRNEK 24:

ÇÖZÜM 24:

Tafl›y›c›lar› paralel olan vektörler de birbirine paraleldir.

Paralel vektörlere Lineer ba¤›ml› vektörler denir.

I. özelik:  A ∈ V ve m , n ∈ R   olsun, 

a .  m. n.A  = m.n  A       

b.  m+n  A = m.A + n.A   

c.  1. A = A      
d.  -1. A= -A     
e .   0.A = 0 

II. özelik: A, B ∈ V ve m ∈ R   olsun.

m. A +B  = m.A + m .B  dir.

III. özelik: A, B ∈ V ve m ∈ R   için m . A = B   olsun, 

a .  m > 0 ise  B   ile   A ayn› yönlü   ve     B   = m   A       

b.  m < 0 ise  B   ile   A ters yönlü   ve     B    = -m  A         

c.  m = 0 ise   B = 0   olur.          

A  ve B

           A  // B  olabilmesi için,  A = k.B  eflitli¤ini gerçekleyen bir k reel say›s›n›n 
varl›¤›na ba¤l›d›r. 

A = x1  , y1  ve  B = x2 , y2  vektörleri birbirine paralel  ise   x1 , y1   = k x2 , y2  dir.  

x1  , y1  = kx2 , ky2   ise  x1 =  kx2  ve   y1 = ky2  eflitli¤inden, x1
x2

 = y1
y2

 = k  dir.  

Buradan,   x2 . y1 - x1 . y2 = 0 olur.   

Düzlemde  A = -3, -6   ve  B = 1 , 2  vektörleri veriliyor. 

A // B  oldu¤unu gösterelim.

A // B   olabilmesi için A = k.B  eflitli¤ini sa¤layan bir k reel 
say›s›n›n varl›¤›n› göstermeliyiz. 

-3 , -6   = - 3 1 , 2    eflitli¤inde  A = -3 . B  oldu¤undan,  A // B   olur. 

❂
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ÖRNEK 25:

ÇÖZÜM 25:

9. ‹K‹ VEKTÖRÜN D‹KL‹⁄‹  

ÖRNEK 26

ÇÖZÜM 26 

10. B‹R‹M VEKTÖR

Uzunlu¤u bir birim olan vektöre birim vektör denir.

Bafllang›ç noktas› orijin, bitim noktas› birim çember üzerinde herhangi bir
nokta olan her vektör,  birim vektördür.

Düzlemde A = 2 , 6   ve B =  1, a+2    vektörleri veriliyor.

A // B  olsun.  B  vektörünün uzunlu¤unu (normu) bulal›m.  

Düzlemde A = 2 , 6   ve B =  1, a+2    vektörleri veriliyor.

A // B  olsun.  B  vektörünün uzunlu¤unu (normu) bulal›m.  

A // B  oldu¤undan 2
1

  =  6
a + 2

  eflitli¤inden,  2a + 4 = 6 d›r.  

y

x
O

B(x2 , y2)

A(x1 , y1)y1

y2

x1x2

Düzlemde s›f›rdan farkl›  A = x1 , y1   ve

B = x2 , y2   vektörleri verilsin. (fiekil 4.36)       

A ⊥ B ise,  OA ⊥ OB dir.
  B vektörünün uzunlu¤u:  || B || = 1 + 9 = 10   birim olur.  

Bu vektörlerin e¤imleri  m0A . m0B  = -1  dir. 

Buradan y1
x1

 . y2
x2

 = -1 veya 

   x1.x2  +  y1 .y1  =  0 olarak bulunur.

          Düzlemde A = 2 + a , 3   ve  B = 3 , -5  vektörleri veriliyor. A ⊥ B ise  a reel 
say›s›n› bulal›m. 

A ⊥ B ise   x1 x2 +  y1 y2 = 0  d›r,       2+a .3+ 3. -5  = 0 oldu¤undan   

           A = x,  y  vektörü için   A   = x2 +y2 = 1 ise ;   A = x , y  vektörü   birim 

vektörüdür. Buradan  x2 + y2  = 1 olur.   Bu denklem birim çember  denklemidir.    

a = 1 olur. O halde, B 1, 3   tür.

a = 1 olur. O halde, B 1, 3   dür.  B vektörünün uzunlu¤u:  || B || = 1 + 9 = 10   birim olur.  

6 + 3a - 15  = 0   ;   3a = 9   ;  a = 3 olur.      

fiekil 4.36

➠
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ÖRNEK 27:

ÇÖZÜM 27:

ÖRNEK 28:

ÇÖZÜM 28:

11. B‹R VEKTÖRÜ NORMLAMA

vektörü s›f›rdan farkl› birim vektör olsun.       vektörü; uzunlu¤unun (normu)

tersi ile çarp›l›rsa bu çarp›m bir birim vektör olur. Bu iflleme vektörü normlama denir.

vektörünün norlanm›fl›     ile gösterilir. O halde      vektörünün normlanm›fl›

vektörüdür.

Bir vektörü normlamaya ait özellikler: 

a. Her vektörün belirtti¤i do¤rultu ve yönde bir tek birim vektör vard›r.

b. vektörü ayn› yönlü ve ayn› do¤rultudad›r.

c.       ile ayn› yönlü birim vektör                        vektörüdür.

d

Birim çember üzerinde herhangi bir P cos θ, sin θ  noktası için, OP vektörünün birim vektör oldu¤unu gösterelim. 

Birim çember üzerinde herhangi bir P cos θ, sin θ  noktası için, OP vektörünün birim vektör oldu¤unu gösterelim. 

|| OP || = x2 +y2 = cos 2θ + sin 2θ = 1  = 1 birim olur. 

O halde,   OP  = cos θ , sin θ   vektörü birim vektörüdür.     

A = 3
5

 ,  -  4
5

  vektörünün birim vektör olup olmad›¤›n› gösterelim.       

|| OA || = x2+ y2 = 3
5

2
 + - 4

5
2

 = 9
25

 + 16
25

 = 25
25

 = 1  = 1   birim  olur. 

O halde,  A vektörü birim vektörüdür. 

A 

A 

A 

A 

A0  = 1
A

 .  A

A  = x , y   vektörünün normlamas›   A0 =  A
A

    oldu¤undan,  

A0 =  x
x2+y2

 ,  y
x2+y2

   olur. 

A 0 vektörü A   vektörü  ile ayn› do¤rultuda ve ayn› yönlüdür. 

1
A

  >  0  oldu¤undan  A  ile  A
A

A A0 = 1
A

  A

A0  = 1
A

 .  A

A  ile ters (z›t) yönlü birim vektör -A0 = - 1
A

 . A vektördür. 

A  vektörünün birim vektör olmas› için uzunlu¤u birbirim olmal›d›r.        

➠
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ÖRNEK 29: = (-2 , 1) vektörünün,      vektörü ile ayn› yönlü birim 
vektörünü bulal›m. 

ÇÖZÜM 29:

ÖRNEK 30: = (1 ,  -3) vektörünün         vektörü ile z›t  (ters) yönlü birim 
vektörünü bulal›m. 

ÇÖZÜM 30:

12. TEMEL B‹R‹M VEKTÖRLER‹

ÖRNEK 31

ÇÖZÜM 31

A A 

         A = -2 , 1   ise    A   = 4 + 1  = 5    birimdir.     

A0 =  1
A

 .A = 1
5

 -2 , 1   =  - 2
5

 ,  1
5

  vektörü  olur.   
         A = -2 , 1   ise    A   = 4 + 1  = 5    birimdir.     

A0 =  1
A

 .A = 1
5

 -2 , 1   =  - 2
5

 ,  1
5

  vektörü  olur.   

A A 

A = 1 , -3   ise    A   = 1+9   = 10    birimdir.      

A0 = - A
A

  = - 1
10

 1 , -3  = -1
10

 ,  3
10

  vektörü olur.   

A = 1 , -3   ise    A   = 1+9   = 10    birimdir.      

A0 = - A
A

  = - 1
10

 1 , -3  = -1
10

 ,  3
10

  vektörü olur.   

y

x
O

e2(0 , 1)

e1(1 , 0)

           e1 = 1 , 0   ve  e2 = 0 , 1  birim vektörlerini  
analitik düzlemde gösterelim. (fiekil 4.37)e1 = 1 , 0   ve  e2 = 0 , 1  birim vektörlerini 

analitik düzlemde gösterelim. (fiekil 4.37)
e1  = 1 + 0  = 1 ve  e2  = 0 + 1 = 1 dir.

e1 ve e2 vektörlerine, temel birim vektörler  
(standart  birim vektörler)  denir.

e 1 = 1 , 0  ve e 2 = 0 , 1   standart birim 
vektörlerinin lineer bileflimi olarak ,

A = x , y  = xe1 + ye 2 biçiminde yaz›l›r . 

A =  3, 2  ,  B -1, 4   ve  C = (2, -3)  vektörünün e1 ve e2  standart birim 

vektörlerinin lineer bileflimi olarak yazal›m ve bileflenlerini bulal›m.  

A =  3 , 2   =  3e1+ 2e2  dir.

B = ( -1 , 4)  = - e1  + 4e2  dir.

B vektörünün bileflenleri -e1 ve  4e2   olur. 

C = ( 2 , -3) = 2e1- 3e2  dir.

C vektörünün bileflenleri 2e1 ve  -3e2   olur. 

B = ( -1 , 4)  = - e1  + 4e2  dir.

B vektörünün bileflenleri -e1 ve  4e2   olur. 

C = ( 2 , -3) = 2e1- 3e2  dir.

C vektörünün bileflenleri 2e1 ve  -3e2   olur. 

B = ( -1 , 4)  =  e1  + 4e2  dir.

B vektörünün bileflenleri -e1 ve  4e2   olur. 

C = ( 2 , -3) = 2e1- 3e2  dir.

C vektörünün bileflenleri 2e1 ve  -3e2   olur. 

B = ( -1 , 4)  =  e1  + 4e2  dir.

B vektörünün bileflenleri -e1 ve  4e2   olur. 

C = ( 2 , -3) = 2e1- 3e2  dir.

C vektörünün bileflenleri 2e1 ve  -3e2   olur. 

A  vektörünün birleflenleri, 3e1 ve 2e2  olur.

fiekil 4.37
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ÖRNEK 32 

vektörleri veriliyor. Bu vektörleri reel
say› ikililileri biçiminde yazal›m. Bu vektör-
leri analitik düzlemde gösterelim.

ÇÖZÜM 32

13. VEKTÖRLERDE L‹NEER BA⁄IMLILIK, L‹NEER BA⁄IMSIZLIK 

a ve b reel say›lar,                 birer vektör olmak üzere,                       eflitli¤i, a

ve b say›lar›ndan en az biri, s›f›rdan farkl› iken sa¤lan›yorsa,                  vektörüne lineer

ba¤›ml› vektörler denir.

Vektörlerde lineer ba¤›ml›l›¤a ait özelikler:

ÖRNEK 33 

ÇÖZÜM 33

Tan›mdan                         ba¤›nt›s›n› sa¤layan a ve b gibi hiç olmasa bir tanesi
s›f›rdan farkl› reel say› varsa lineer ba¤›ml›d›r. a (2 , 1) + b (- 4 , - 2) = ( 0,  0)

Bu denklem sisteminin sonsuz çözümü vard›r.       Meselâ: a = 2 için b = 1 dir.

eflitli¤inden;

(2a , a) + (- 4 b, - 2b)  = (0 , 0)
2a -4b = 0

a - 2b = 0

y

x
O

B(-2 , 4)

A(2 , 3)
3

4

2-2

A = 2e1+ 3e2   ve B = -2e1 +4e1

            A = 2e1+ 3e2   = (2 , 3)
 
            B = -2e1 +4e1 = (-2 , 4) vektörleri

analitik düzlemde gösterilmifltir (fiekil 4.38).

A  ve  B aA +bB = 0 

A  ve  B

aA + bB = 0  ise  aA = - bB ;   A = - ba  B ;  A = kB (k∈R)  yaz›l›r ki, bu durumda,  

A // B  oldu¤u görülür.
a. Paralel vektörler lineer ba¤›ml›d›r.
b. S›f›r vektöründen farkl› iki vektör lineer ba¤›ml› ise bu vektörler birbirine paraleldir.
a. Paralel vektörler lineer ba¤›ml›d›r.
b. S›f›r vektöründen farkl› iki vektör lineer ba¤›ml› ise bu vektörler birbirine paraleldir.

c. Düzlemde verilen A veya B vektörlerinden en az bir tanesi 0 vektörüne eflitse 
bu iki vektör lineer ba¤›ml›d›r. 

A =  2 , 1   ve   B =  -4 , -2  vektörleri lineer ba¤›ml› olup olmad›¤›n› araflt›ral›m.

aA +bB = 0 

Denklem sistemi elde edilir. 
     

fiekil 4.38
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Bu de¤erler denklem sisteminin çözümüdür. Öyleyse,

vektörleri lineer ba¤›ml›d›r.

14. VEKTÖRLER‹N L‹NEER B‹LEfi‹M‹ 

Birbirine paralel olmayan ve her biri s›f›rdan farkl›                  vektörleri verilsin.
Her x, y∈R olmak üzere                                                   vektörlerinin lineer bileflimi
(do¤rusal bileflimi) denir.

Birbirine paralel olmayan ve her biri s›f›r vektöründen  farkl› iki vektör 

ÖRNEK 34:

ÇÖZÜM 34:

-2x - y = - 1

x - 2y = 8

-2x - y = - 1

2x - 4y = 16

- 5y = 15

y = - 3 tür.

Bu de¤eri x - 2y = 8 denklemine uygularsak,

x - 2(-3) = 8

x = 8 - 6

x = 2 dir.

(2 , - 3) tür.

A =  2 , 1   ve   B =  -4 , -2  

A  ve B 
xA  + yB vektörlerine A  ve  B

A ile B oldu¤una göre, her C vektörü için, C = x. A + y. B eflitli¤ini sa¤layan bir tane 
(x , y) s›ral› ikilisi vard›r. 

x.A  vektörü ile  y.B vektörüne, C vektörünün bileflenleri, C vektörüne de x.A ile y. B 
vektörlerinin bileflkesi denir. 

A =  -2 , 1   ve B  = -1 , -2  vektörleri veriliyor.

C = -1 , 8  vektörünü A  ve  B  vektörlerinin bir lineer birleflini olarak yazal›m.

C vektörünü A  ve  B  vektörlerinin bir lineer bileflimi ise

x.A +  y.B = C eflitli¤ini sa¤layan bir x , y  s›ral› ikilisi vard›r. 

x -2 , 1  + y -1 , -2  = -1 , 8
-2x , x  + -y , -2y  =  -1 , 8

       -2x -y  , x - 2y  =  -1 , 8

O halde,  C = 2A - 3B  olur.

+

2/

O halde s›ral› ikili
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15. VEKTÖRLERDE ‹Ç ÇARPIM ‹fiLEM‹ 

Vektörlerde iç çarp›m iflleminin özelikleri

I.    ‹ç çarp›m›n simetri özeli¤i vard›r.

II. ‹ç çarpma ifllemi pozitif tan›ml›d›r.

ÖRNEK 35:

ÇÖZÜM 35:

ÖRNEK 36:

ÇÖZÜM 36:

Vektörlerden biri s›f›r vektörü ise, iç çarp›m› s›f›rd›r. Ancak, iç çarp›m s›f›r ise, 
vektörlerden hiçbiri s›f›r vektörüne eflit olmayabilir.

A  = x1 ,y1  ,  B =  x2 ,y2   vektörleri için,   A . B = x1 .y1 + x2 .y2 reel say›s›na 

A ile  B vektörlerinin iç çarp›m›  denir. 

          A ile  B vektörlerinin iç çarp›m›  A.B ya da  <A.B> sembollerinden biri 
ile gösterilir.

          A ile  B vektörlerinin iç çarp›m› ifllemine skaler çarp›m  veya  nokta çarp›m›     
ya da  Öklid iç çarp›m›  denir. 

Her   A ve  B  vektörleri için;  A . B  = B . A   dir.

Her   A  vektörü için;  A . A  ≥ 0  d›r.

I I I.  Her   A , B ve  C vektörleri ve k∈R  için;    

a .   k A . B  = k A  . B = A k B  dir.     

b.  A B + C  = A . B + A . C   dir.

c.  A + B . C = A . C + B . C   dir.  

A  = 1 , 2  ve   B =  3 , 2   vektörleri  veriliyor.

A ve  B  vektörlerinin iç çarp›m›n› bulal›m. 

A .  B  = 1.3 + 2.2 = 3 + 4 = 7  olur. 

A  = 4 , 2  ,  B = a , 3  ve    A .  B  = 10 oldu¤una göre, a n›n        

A  = 4 , 2  ,  B = α , 3  ve    A .  B  = 10 oldu¤una göre a n›n de¤erini bulal›m. 

A .  B  = 4.a + 2.3 = 10    ;  4a + 6 = 10    ;   

A .  B  = 4.a + 2.3 = 10    ;  4a + 6 = 10    ;   
4a = 4    ise    a = 1 olur.   

4a = 4    ise    a = 1 olur.   

➠
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16. ‹K‹ VEKTÖR ARASINDAK‹ AÇI 

Analitik düzlemde s›f›r vektöründen farkl›

vektörleri verilsin (fiekil 4.39) da,                             

I. s›f›rdan farkl›                 vektörlerinin iç çarp›m›, bu vektörlerin uzunluklar› ve

aralar›ndaki aç›n›n kosinüsü çarp›m›na eflittir.  

II. ‹ki vektör aras›ndaki aç›n›n kosinüsü, bu vektörlerin iç çarp›m›n›n, uzunluklar›
çarp›m›na bölünmesi ile bulunur. 

(0° , 180°) aral›¤›nda bulunan AOB aç›s›na,                   

vektörleri aras›ndaki aç› denir. Aç›n›n

ölçüsü θ ise, Öklid iç çarp›m› 

yer vektörlerini çizelim.

fleklinde yaz›l›r.

Buradan                                eflitli¤i ile bulunur.

ÖRNEK 37:

ÇÖZÜM 37:

Sonuçlar: Düzlemde herhangi iki vektör             ,    bu vektörlerin aras›ndaki
aç›n›n ölçüsü de  θ olsun. 

Bu vektörler aras›ndaki aç›n›n ölçüsü kaç derecedir?

a ve  b

a = OA  ve   b = OB 

a ve  b

a . b = a  . b  cos θ

cos θ = a . b
a  . b  

y

x
O

A

B

b

a

θ

a  ve  b

a  = 2 3 , 2  ve  b = 1 , 3  vektörleri veriliyor. 

cos θ = a . b
 a    .  b  

  ifadesinden   

cos θ = 2 3. 1   + 2. 3

2 3 2+ 2 2   . 1 2+ 3 2  
  = 2 3 + 2 3

12+ 4   . 1 +3  

                                           cos θ = 4 3
4 . 2

 = 3
2

  dir. 

                                     cos θ = 3
2

   ise   θ = 30°  olur.    

a ve  b

I.  a // b  olsun.  Bu durumda; 
a. Vektörler ayn› yönlü ise, θ = 0° dir.

a . b = a  . b  cos θ ifadesinde,   a . b = a  . b  cos 0° ve         

cos 0° = 1 oldu¤undan,  a . b = a  . b    olur.     

fiekil 4.39

➠
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b. Vektörler ters (z›t) yönlü ise  θ = 180° dir.

II. 

III.               vektörler aras›ndaki aç› 0° < θ ≤ 180° olsun. Bu durumda,

ÖRNEK 38:

ÇÖZÜM 38:

ÖRNEK 39: fiekil 4.40’daki, ABC 

ÇÖZÜM 39: ‹ki vektörün toplam 
özelli¤inden, 

Her iki taraf›n kareleri al›n›rsa,

dik üçgeninde

oldu¤unu vektörlerle gösterelim. 

‹ki vektör birbirine dik ise, iç çarp›mlar› s›f›rd›r. Karfl›t olarak, s›f›r v e k t ö r ü n d e n
farkl› iki vektörün iç çarp›mlar› s›f›r ise, bu vektörler birbirine diktir.

a . b = a  . b  cos 180° ve  cos 180° = - 1 oldu¤undan,    a . b = -  a  . b   olur. 

a ⊥ b  olsun. Bu durumda  θ = 90° dir. 

a . b = a  . b  cos 90°    ve   cos 90° = 0  olduğundan,   a . b = 0  olur. 
a ⊥ b  olabilir. Bu durumda  θ = 90° dir. 

a . b = a  . b  cos 90°    ve   cos 90° = 0  olduğundan,   a . b = 0  olur. 

a ve  b

a . b = a  . b  cos θ   ifadesinden   cos θ = a . b 
a  . b

   olur. 

A  = 1 , 2  ve B  4 , m-3   vektörleri birbirine dik ise, m nin

değerini bulalım. 

 A ⊥ B ise   A . B  = 0 olmal›d›r.        

A . B   = 1   (4) + 2  (m -3 ) = 0 dan,  
4 + 2m - 6 = 0 oldu¤undan,  m = 1 olur.       

A . B   = 1. 4+ 2 (m -3 ) = 0 dan,   4 + 2m - 6 = 0 oldu¤undan,  m = 1 olur.       

A

CB

BC 2 = AB 2+  AC 2        

BC  =  BA  +  AC  dir.        

BC
2
 = BA2+2BA. AC + AC2 

iç çarp›m  özelli¤inden  ve   AB  ⊥ . AC  
 oldu¤undan,     

iç çarp›m  özelli¤inden  ve   AB  ⊥  AC  oldu¤undan,     

BC
2
 = BA 2+ AC 2 + 2 BA  . AC  cos 90°

BC
2
 = BA 2+ AC 2 + 2 BA  . AC .0 

BC
2
 = BA 2+ AC 2   veya  BC

2
 = AB

2
 + AC

2
  olur.     

fiekil 4.40

➠



ANAL‹T‹K GEOMETR‹ 1

116

❂
17. SCHWARTZ (fiIVARZ) Efi‹TS‹ZL‹⁄‹

ÖRNEK 40:

ÇÖZÜM 40:

Bulundu¤umuz bu de¤erleri Schwartz eflitsizli¤inde uygularsak, 

18. GEOMETR‹K fiEK‹LLER‹N ALANLARI  

Vektörler yard›m›yla baz› geometrik
flekillerin alanlar›n› hesaplayabiliriz.

I. Paralelkenar›n alan›

Köflelerinin koordinatlar›; A ( x1, y1)
B ( x2 , y2), C(x3 , y3) ve  D(x4 , y4) olan paralel
kenar›n alan›n› bulal›m. (fiekil 4.41)

vektörleri aras›ndaki aç› θ o l s u n .

Vektörlerin iç çarp›m›ndan  

Her A ve B  vektörlerinin iç çarp›m›,  

A . B = A  . B  cos θ   şeklinde yazılır. cos θ ≤ 1 olduğundan,   

cos θ = A . B
A  . B

  ifadesinden,  A . B

A  . B
  ≤ 1 d›r.      

Buradan  A . B ≤ A  . B   olur.   
Bu eflitsizli¤e, Schwartz efl i ts iz l i¤i  ad› verilir. 

A = 2 , 0  ve B = 3 , 4  vektörleri için Schwartz eflitsizli¤ini
sa¤lad›¤›n› gösterelim.  

A = 2 , 0  ve B = 3 , 4  vektörleri için Schwartz eflitsizli¤ini
sa¤lad›¤›n› gösterelim.  

A . B = 2. 3 + 0.4  = 6 + 0 = 6 

A  = 4+0   = 4   = 2  birimdir.           B  = 9+16 = 25 = 5   birimdir.   

A . B ≤  A  . B  
       6 ≤  2 . 5
       6 ≤ 10 oldu¤u görülür. 

B

y

x
O

θ

b

a

D
C

A

AB ile AC  

AB = a = OB -  OA = x2 - x1 , y2 - y1

AC  = b = OC -  OA = x3 - x1 , y3 - y1   dir. 

cos θ = a . b
a  . b

  dir

fiekil 4.41
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ABC üçgenin alan›na  S dersek, 

Bunlar› bileflenler cinsinden yaz›p düzenlersek

Buna göre, paralelkenar›n alan› 

ÖRNEK 41: Üç köflesinin koordinatlar› A(- 2 , 0)  , B (3 , - 1)  ve  C (0 , 2) olan
paralelkenar›n alan›n› bulal›m. 

ÇÖZÜM 41

II. Dikdörtgenin alan›: Dikdörtgenin aç›lar› 90° oldu¤undan θ = 90° dir.

III. Eflkenar dörtgen veya deltoidin alan› 

Her iki dörtgenin de alan› köflegenlerinin çarp›m›n›n yar›s›na eflittir.

eflkenar dörtgen veya deltoidin, köflegenlere ait vektörleri olmak üzere, e fl k e n a r
dörtgen veya deltoidin 

ÖRNEK 42: Köflelerinin koordinatlar› O (0, 0) ,
A(2, -5) ,  B(0, 4) ve C(2, 4) olan deltoidin alan›n›
bulal›m. (fiekil 4. 42) de, 

ÇÖZÜM 42

S = 1
2

  a . b  . sin θ = 1
2

  a   b . 1 - cos 2 θ       

S =  1
2

  a  b . 1 - a . b
2

a 2 . b
2

 = 1
2

 a 2.b2 - a .b 2   olur.   

S =  1
2

   x1 y2 -  y3  +x2 y3 -  y1  + x3 y1 -  y2     birim karedir.

A ABCD  = x1 y2 -  y3  +x2 y3 -  y1  + x3 y1 -  y2   birim karedir.
Paralelkenar›n alan›n› bulmak için yaln›z üç köflesinin bilinmesi yeterlidir. 

cos 90° = 0 olduğundan  a . b = 0 olur. 

Bu nedenle ABCD dikdörtgenin alan› = a 2 . b
2

 = a  b birim karedir. 

e ve f vektörleri bulunur.     Alan› = 1
2

   e  .  f  birim kare olur.   

Paralelkenar›n alan› =  x1 y2 -  y3  +x2 y3 -  y1  + x3 y1 -  y2   ifadesinden, 
Paralelkenar›n alan›= -2 -1 -2  + 3 2 - 0  + 0 0 + 1  ; 
Paralelkenar›n alan›= -2 -3  +3 2  + 0 1  = 6 + 6 = 12 birim karedir. 

y

x
O

B(0 , 4)

C(2 , 4)

-5

4

2 4

A(2 , -5)

e

f

e = OB =   0 - 0,  4 - 0  = 0 , 4    tür. 

 f  = AC =  2 - 2,  4  + 5  = 0 , 9   dur.   

 e  = 02 + 42 = 16 = 4  birimdir.    

 f  = 0 + 92 = 81 = 9  birimdir.

Alan = 1
2

  e  .  f  = 1
2

 . 4 . 9 = 18 birim kare  olur.   fiekil 4.42

alan› = 1
2

   e  .  f  birim karedir.   
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19. ÇEMBER‹N VEKTÖREL DENKLEM‹ 

I. Merkezi ve yar›çap› verilen bir çemberin vektörel denklemi 

Düzlemde sabit bir M (a , b) noktas› ve
yar›çap r∈R+ verilsin. Düzlemde herhangi bir
nokta P(x , y) olsun (fiekil 4.43)

Çemberin merkezi M(a , b) ve çemberin
geçti¤i nokta A(x1 , y1) olsun. (fiekil 4.44) de
çemberin yar›çap› uzunlu¤u 

Çember üzerinde herhangi bir nokta 
P (x , y) olsun.

ÖRNEK 43: M (2 , 3) merkezli, 5 birim yar›çapl› çemberin vektörel  ve kartezyen
denklemlerini yazal›m. 

ÇÖZÜM 43: Çemberin vektörel denklem i

II. Merkezi ve bir noktas› verilen çemberin vektörel denklemi 

y

x
O

P(x , y)

M(a , b)

M

P

Çemberin vektörel denklemi          

MP  = P - M   = r

P - M   = x - 2 2 + y - b 2  = r   dir.  
               

          Her iki taraf›n karelerini al›rsak,
x - 2 2  + y - b 2 = r2  kartezyen  denklemi 
elde edilir. 

M a , b  merkezli, r yar›çapl› çember Ç = P x, y  : M P  = r  = 
P x , y  : M P 2 = r 2    fleklinde noktalar kümesidir . 

MP  = P - M = x - 2 2 + y - 3 2  =  5  dir.

Bu çemberin kartezyen denklemi:  x - 2 2 + y - 3 2 = 25 olur. 

y

x
O

A(x1 , y1)

M(a , b)

P(x , y)

r = MA   = x1 - a 2 + y1 - b 2  birimdir. 

MP  = r  olur. 

Buradan,   x - a 2 + y - b 2 = r2 olarak bulunur.
Buna çemberin kartezyen denklemi denir.  

fiekil 4.43

fiekil 4.44

r = MA   = A - M     

➠
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ÖRNEK 44 

Merkez M (3 , 1) olan ve A (-1 , 4) noktas›ndan geçen çemberin denklemini

yazal›m.  

ÇÖZÜM 44 

20. DO⁄RUNUN VEKTÖREL DENKLEM‹

I. ‹ki noktas› verilen bir do¤runun vektörel denklemi 

A (x1 , y1) ve  B (x2 , y2)  gibi iki nokta
ve AB do¤rusu üzerinde herhangi bir nokta 
P (x , y) olsun (fiekil 4.45) de:  

ÖRNEK 45: A (2 , 3) ve B (4 , - 1) noktalar›ndan geçen do¤runun vektörel 
denklemini bulal›m. 

ÇÖZÜM 45: A ve B noktalar›ndan  geçen do¤runun vektörel denklemi

Çemberin yar›çap uzunlu¤u,  r = MA =  -1 - 3 2 + 4 - 1 2 = -4 2 + 3 2 

                                                  r = 16 + 9 = 25 = 5 birimdir.  
‹stenilen çemberin denklemi         x - 3 2 + y - 1 2 = 25  olur. 

y

x
O

A(x1 , y1)

P(x , y)

B(x2 , y2)

b

a

pAB = b - a ve AP = p - a  d›r.   

AP = λ AB  λ∈R   dir.    

AP = λ b - a  oldu¤undan, P noktas›  AB 
do¤rusu üzerindedir. Buna göre, A ve B  
noktalar›ndan geçen do¤runun vektörel 

denklemi:  p = a + λ b - a   d›r. 

p = a + λ b - a   ; λ∈R   dir.

A 2 , 3   ve B 4 , -1  oldu¤undan b - a = 4 , - 1  - 2 , 3  = 4 - 2, - 1 - 3  = 2, -4     tür.
p = 2 , 3  + λ 2, - 4   = x , y    olur.

x = 2 + 2λ 
y = 3 - 4λ  

 Bu denklem sisteminde,  λ de¤erini yok edersek, 

2λ = x - 2 ise   -4λ = -2x + 4  tür.   y = 3 - 4λ denkleminde uygularsak,       
y = 3 - 2x + 4 ten,     y= -2x +7 veya 2x + y - 7 = 0 olur. 

fiekil 4.45



ANAL‹T‹K GEOMETR‹ 1

120

II. Verilen bir vektöre paralel olan ve verilen bir noktadan geçen do¤runun
vektörel denklemi  

A noktas›ndan geçen ve k do¤rusuna paralel olan d do¤rusunun denklemi, 

noktalar kümesidir.

ÖRNEK 46: A (2 , 4) noktas›ndan geçen ve        = ( - 3 , 1) vektörüne paralel
olan do¤runun denklemini bulal›m. 

ÇÖZÜM 46: Do¤ru üzerinde herhangi bir nokta P (x , y) olsun. A (2 , 4) 
noktas›ndan geçen ve     = ( -3 , 1) vektörüne paralel olan do¤runun parametrik denklemi

y = 4 + λ denklemden  λ = y - 4 olur. Bunu x = 2 - 3λ denklemde  uygularsak              

x = 2 - 3 (y - 4) olur.  Bu denklemi sadelefltirirsek  x = 2 - 3y + 12 den   x + 3y - 14 = 0 olur.  

u = u1 , u2

y

x
O

A(x1 , y1)

P(x , y)

a

p

u(u1 , u2)

d

k

          k do¤rusunun do¤rultusu u = u1 , u2  vektörüdür.   (fiekil 4.46) da görüldü¤ü gibi, 

AP = λ u  λ∈R  ise  d// k dır. Do¤runun vektörel parametrik denklemi p = a +λu  olur. 

d = P x , y  ; p = a +λu , λ∈R

u

u

p = a +λu    λ∈R   dir.  

x , y  = 2 , 4  +λ -3 , 1    λ∈R   dir.    

x = 2 - 3λ
                              Bu denklem sisteminde, λ de¤erini yok edelim.   
y = 4 + λ

    
    
  

A (x1 , y1) noktas›ndan geçen ve verilen            vektörüne paralel
olan do¤runun denklemini bulal›m.

fiekil 4.46
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ÖZET

* Yönlü do¤ru parças›: Bafllang›ç ve bitim noktas› ile yönü belli olan do¤ru
parçalar›na yönlü do¤ru parças› denir.         fleklinde gösterilir. Bafllang›ç ve bitim
noktalar› aras›ndaki uzakl›¤a yönlü do¤ru parças›n›n uzunlu¤u denir.           sembolü
ile gösterilir. Yönlü do¤ru parças›n›n üzerinde bulundu¤u do¤ruya tafl›y›c› do¤ru
denir.

* Paralel yönlü do¤ru parçalar› Yönlü do¤ru parçalar›n›n tafl›y›c›lar› çak›fl›k veya
paralelse, paralel yönlü do¤ru parçalar› denir.

* Efl yönlü do¤ru parçalar›: Do¤rultular›, yönleri, uzunluklar› ayn› olan do¤ru
parçalar›na, birbirine efl yönlü do¤ru parçalar› denir.

* Vektörler: Düzlemdeki yönlü do¤ru parçalar›n›n kümesinde tan›ml› efllik
ba¤›nt›s›n›n oluflturdu¤u denklik s›n›flar›n her birine vektör denir. Genel olarak 
vektörler                          gibi gösterilir.

* S›f›r vektörü : Bafllang›ç ve bitim noktas› ayn› olan vektöre s›f›r vektörü denir.
fleklinde gösterilir.

* Ters vektörler : Do¤rultular› ayn› yönleri ters olan vektörlere, ters (z›t) vektörler
denir.

* Bir vektörün normu: Bir vektörün bafllang›ç noktas› ile bitim noktas› aras›ndaki
uzakl›¤a vektörün normu (büyüklü¤ü, uzunlu¤u) denir.                        fleklinde 
gösterilir.

* Vektörler kümesinde ifllemler

1. Toplama ifllemi: vektörleri verilmifl olsun.               vektörüne toplama
ifllemi denir. Vektörler kümesi toplama ifllemine göre de¤iflmeli bir gruptur.

2. Ç›karma ifllemi: vektörleri verilmifl olsun.            fark›na vektörlerde
ç›karma ifllemi denir.

3. Bir reel say› ile ça rpma:    vektörü ile  k∈R verilsin.                       fleklindeki
iflleme bir vektörü reel say› ile çarpma ifllemi denir.            vektörü için; 

k > 0 ise ayn› do¤rultuda ve ayn› yöndedir.

k < 0 ise ayn› do¤rultuda ve ters yöndedir.

k = 0  ise, CD s›f›r vektörüdür.

AB
AB

a , b , u , ϑ, ...

0 = AA , BB, ...       

AB = AB  

u ve ϑ  u + ϑ 

u ve ϑ  u ve ϑ 

AB CD = k AB 
CD 
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* Yer vektörü: Analitik düzlemde bulunan ve bafllang›ç noktas› orjinde olan bir
vektöre yer (konum) vektörü denir. Uç noktalar›  A (x1 , y1) ve B (x2 , y2) ise, yer
vektörü                 (x2 - x1 , y2 - y1) dir.

* ‹ki vektörün eflitli¤i : ‹ki vektörün eflit olmas› için bunlar›n birinci birleflenleri ile
ikinci birleflenleri birbirine eflit olmal›d›r.

* Bir vektörün uzunlu¤u :

* ‹ki vektörün paralelli¤i : Düzlemde s›f›rdan farkl›                     

* ‹ki vektörün dikli¤i : Düzlemde s›f›rdan farkl›    

* Birim Vektörler: Uzunlu¤u bir birim olan vektöre birim vektör denir.

* Bir vektörü normlama: vektörü, uzunlu¤unun tersi ile çarpr›l›rsa, bu iflleme
vektörü normlama denir.

* Temel birim vektörü: 

* Vektörlerde lineer ba¤›ml›l›k, lineer ba¤›ms›zl›k: birer vektör, a ve b
reel say›lar olmak üzere,                       eflitli¤i varsa vektörler lineer ba¤›ml›d›r.
Paralel vektörler lineer ba¤›ml›d›r.

* Vektörlerde iç çarpma ifllemi:                                               vektörleri için 

* ‹ki vektör aras›ndaki aç›: Analitik düzlemde s›f›rdan farkl›                  vektörler
aras›ndaki aç›n›n cosinüs de¤eri, 

OP = P =

A=  x , y  yer vektörünün uzunlu¤u (normu) : OA = A   = x2+y2   birimdir.

A=  x , y  yer vektörünün uzunlu¤u (normu) : OA = A   = x2+y2   birimdir.

A=  x1 , y1   ve  B=  x2 , y2    
x1
x2

 = y1
y2

  = k  dir.  Paralel vektörler lineer ba¤›ml› vektörlerdir.vektörleri  birbine paralel ise  x1
x2

 = y1
y2

  = k  dir.  Paralel vektörler lineer ba¤›ml› 

vektörlerdir. 

A=  x1 , y1   ve  B=  x2 , y2  vektörleri  birbine dik ise 
x1
x1

 = y1
y2

  = -1  veya  x1x2+ y1 y2  = 0 d›r. vektörleri  birbine dik  ise,  y1
x1

 . y2
x2

  = - 1 veya  x1 . x2 +y1 . y2 = 0 d›r. 

A
A0 =   1

A
 .  A vektörüdür. 

e1 =  1, 0   ve  e2 = 0 , 1  birim vektörlerine temel 
(standart) birim vektörler denir. 

e1 =  1, 0   ve  e2 = 0 , 1  birim vektörlerine temel 
(standart) birim vektörler denir. 

A ve B 

aA + bB = 0

A=  x1 , y1   ve  B=  x2 , y2  vektörleri  birine paralel ise 
x1
x2

 = y1
y2

  = k  dir.  Paralel vektörler lineer ba¤›ml› vektörlerdir.A . B = x1 . y1 + x2 . y2  reel say›s›na iç çarpma ifllemi denir.  A . B  ya da  <A . B >
fleklinde gösterilir. 

A ve B 

cos θ = A . B
A B

 eflitli¤i ile bulunur.

x1 . y2 -  x2 . y1  = 0  d›r.    
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ALIfiTIRMALAR 

1. Analitik düzlemde, A (1 , -2) ve B (4 , 5) noktalar› veriliyor.           vektörünün yer
(konum ) vektörünü bulunuz. 

2. A (3  5) ,  B (x , y) ve          = (4 , 1) ise, B noktas›n›n koordinatlar›n› bulunuz. 

3.

4.

5.

6.

7. = (2k , 3) vektörünün normu (boyu) 5 birim ise, k nin pozitif de¤erini bulunuz. 

8. A (1 , - 1) ve B (-2 , 3) noktalar› veriliyor.         vektörü ile ayn› yönde olan birim
vektörünü bulunuz. 

9. vektörleri veriliyor. Bu vektörler aras›ndaki aç›n›n
kaç derece oldu¤unu bulunuz. 

10. vektörlerinin birbirine dik olup olmad›¤›n› gösteriniz.

11. A (1 , 2) , B (3 , 4) , C (3 , 2)  ve  D (4 , k) noktalar› veriliyor.                   oldu¤una
göre, k say›s›n› bulunuz. 

12. A (2 , 3) , B (1 , - 2) ve C (3, 1) noktalar› veriliyor.                    oldu¤una göre,
D noktas›n›n koordinatlar›n› bulunuz. 

13.

14.

15.

16.      = (3 , 4) vektörünü standart taban vektörleri cinsinden yaz›n›z.

17. = (12 , 5) vektörünü (birim vektör)  normlay›n›z. Normlad›¤›n›z vektörün
boyunu hesap ediniz. 

18. = (4 , -3) vektörüne paralel olan birim vektörü bulunuz. 

19. A (1 , 1) , B (-2 , 3) , C (x , 2) ve D(1 , 3) noktalar› veriliyor.           vektörü,
vektörüne dik olmas› için x kaç olmal›d›r?

2 0 . Merkezi M (1 , 2) ve yar›çap uzunlu¤u 6 birim olan, çemberin denklemini yaz›n›z.

AB

AB

A = 2 , - 1 ,   B = -3 , 4   ve 2A + 3B = C ise,  C vektörünü bulunuz.  

A 1 , 5   ve B -3 - 2   ise  AB  vektörünün uzunlu¤unu bulunuz. 

A = 3 , -6   vektörü veriliyor. 2 A +3 B = 0  ise  B vektörünün bileflenlerini bulunuz.  

A = -2 , 4   ise   B = 3
2

 A vektörünü  analitik düzlemde çiziniz.  Sonucu aç›klay›n›z.     

A

AB

A = 3 , -1   ve   B =  2 , 1   

A = 4 , 2   ve   B = 2 , -4  

AB // CD 

AB = CD

A = 1 , 3   ve   B =  2 , 6   vektörleri lineer ba¤›ml› m›d›r?    

A = 2 , 4   ve   B =  k , 3   dür.  A . B = 18 oldu¤una göre k nin de¤erini bulunuz.

A = 2  birim  B = 3 birim ve A + B = 5 birim oldu¤una göre, A.B çarp›m›n›n 
de¤erini bulunuz. 

A

A

A

AB = CD

AB // CD 
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21. Merkezi M (3 , 1) olan ve P (- 1 , 4) noktas›ndan geçen çemberin denklemini

bulunuz.

22. A (2 , 1) noktas›ndan geçen,      = ( 3 , 5) vektörüne parelel olan do¤runun 

denklemini yaz›n›z. 

23. E¤im aç›s›n›n ölçüsü  30° olan ve orijinden 5 birim uzakta bulunan do¤runun

denklemini yaz›n›z.

24. Köflelerinin koordinatlar› A (- 4 , 6) , B (- 2, 8) ,   C(2 , 4) ve D (0, 2) olan, ABCD

dörtgeninin bir dikdörtgen oldu¤unu gösteriniz. Bu dikdörtgenin alan›n›   bulunuz.

25. Köflelerinin koordinatlar›, A (0, 1) , B (1 , - 2) , C (2 , 1) ve D (1 , 4) olan, ABCD

dörtgenin bir eflkenar dörtgen oldu¤unu gösteriniz. Bu eflkanar dörtgenin alan›n›

bulunuz.  

u



ANAL‹T‹K GEOMETR‹ 1

125

DE⁄ERLEND‹RME TEST‹  4

1. 

2. 

A) 11 B)12 C) 13 D) 14

3. 

A) (-7 , 8 ) B) (5 , -6) C) (-4 , 6) D) ( -2 , 2)

4. 

A) 0 B) 2 C) 5 D) 7

5. 

A) (4 , -3 ) B) C) (3 , - 4) D)

6.  A ( 1, 2)  ,  B (2, - 3) ve C(2 , 5) noktalar› veriliyor.
D noktas›n›n bileflenleri afla¤›dakilerden hangisidir?

A) (3 , -4 ) B) (1 , -1) C) (-4 , 3) D) (3 , 4) 

7.  

A) -2 B) -1 C) 3 D) 5 

8. = (-3 , 7)  ve        = (2 , 5) vektörleri aras›ndaki aç›n›n ölçüsü kaç derecedir?
A) 30 B) 45 C) 60 D) 90

9. = (m+1 , 2)  ve        = (1 , 4) vektörleri  birbirine dik ise, m kaçt›r?
A) 1 B) 3 C) 5 D) 7

A 3 , 2  , B 2 , 1  noktalar› veriliyor. Buna  göre, AB vektörü  afla¤›dakilerden
hangisidir? 

A -3 , 7   ve  B 2 , -5  noktalar› verililor. Buna  göre, AB vektörünün uzunlu¤u 
kaç birimdir? 

A  = 1 , -2   ,   B = -3 , 4   vektörleri  veriliyor.  

2A +3B vektörünün  bileflenleri afla¤›dakilerden hangisidir?  

A  = 5 , -4   ,   B = x , y    C  = -2 , 3   vektörleri  veriliyor.  

A +B = C ise,   x + y nin de¤eri kaçt›r?  

4
5

 , - 3
5

 3
5

 , - 4
5

 

A -1 , 1   ve   B 3 , -2    noktalar› veriliyor.   AB  ile ayn› yönde olan birim 
vektörü afla¤›dakilerden hangisidir?  

AB = CD  oldu¤una göre, 

A = 5 , - 1  , B = 2, 3   ve C = 1,  -7  vektörleri veriliyor. 

m A  + nB = C oldu¤una göre, m + n nin de¤eri afla¤›dakilerden hangisidir?

A B

A B

A) (1 , 1) B) (5 , 3) C) (-1 , -1) D) ( 4 , 3)

.
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10. = (2 , -1)  ve        = (m , n + 2) vektörleri  lineer ba¤›ml› ise, m ve n aras›nda
nas›l bir ba¤›nt› vard›r?

A) m +2n + 4 = 0 B) m- n + 1 = 0  
C) 2m + n - 2 = 0 D) 2m + 4n - 1 = 0 

11. = (2 , 1)  ve        = (m+1 , m -2) vektörleri  paralel ise  m kaçt›r?
A) 1 B) 3 C) 5 D) 7

12. 

A) B) C) D)

13. Afla¤›daki kümelerden hangisi lineer ba¤›ms›zd›r?
A) {(1 , -3) , (-1 , 3)} B) {(2 , 4) , (4 , 8)}
C) {(3 , 2) , (2 , 3)} D){(1 , 2) ,  (3 , 6)}

14. 
A) 1 B) 2 C) D) 

15. Denklemi, x - 2y + 3 = 0 olan do¤ruya paralel olan vektör afla¤›dakilerden hangi-
sidir?

A) (1 , -2) B) (2 , 1) C) (1 , 3) D) ( -2 , 3)

16. Denklemi, x - 2y - 5 = 0 olan do¤ruya dik olan vektör afla¤›dakilerden hangisidir?
A) (1 , 2) B) (-2 , 1) C) (1 , -2) D) ( 3 , 2)

17. 

A) 20 B) 30
C) 40 D) 50

A B

A B

A +B  A -B  = 0 ise,  A  ile B vektörleri aras›nda, afla¤›daki ba¤›nt›lardan
 hangisi vard›r? 

A ⊥ B A // B A = B A =B

A = 8 , 4  ve  B = 2, n    vektörleri lineer ba¤›ml› ise  B   kaç birimdir? 

A

B C

5

fiekilde m B   = 90° ve AB = 5 birim

ise  AB AC +AD  iç çarp›m› kaçt›r?   

3 5
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18. 

A) 6 B) 9 C) 12 D) 18

19. = (2 ,3)   ve        = (3 , 4)  vektörleri veriliyor. Buna göre, 
çarp›m› afla¤›dakilerden hangisidir?  

A) -12 B) -10 C) - 8 D) -7
20. = (3 ,1)   vektörüne paralel olan  ve   (-3 , 2) noktas›ndan geçen do¤runun
denklemi afla¤›dakilerden hangisidir?

A) x + 3y + 6 = 0 B) x - 3y + 9 = 0
C) 3x - y - 3 = 0 D) 2x - 3y + 4 = 0 

21. Köflelerinin koordinatlar› ( 1 , 3) , B (2 , 4) ve  C( 5, 0) olan ABC üçgenin alan›
kaç  birim karedir?

A) 3 B) C) 4 D) 

22. Merkezi M (3, 1) ve yar›çap›n uzunlu¤u r = 4 birim olan çemberin denklemi
afla¤›dakilerden hangisidir?

A) 
C)         

23. Merkezi M (1, 3) olan ve P (4 , 5) noktas›ndan geçen çemberin vektörel denklemi
afla¤›dakilerden hangisidir? 
A)

24. Köflelerinin koordinatlar› A (0, 6)  ,  B (2 , 0) ,   C (11 , 3)  ve  D (9 , 9) olan
ABCD dikdörtgenin alan› kaç birim karedir?

A) 40 B) 50 C) 60 D) 70

25. Köflelerinin koordinatlar› A (3, 4)  ,  B (2 , 2) ,   C (3 , 0)  ve  D (6 , 2) olan 
deltoitin  alan› kaç birim karedir?

A) 4 B) 8 C) 16 D) 32

A   = 3 birim , B  = 6 birimdir.  A ve B vektörleri aras›ndaki aç›  60° oldu¤una göre,   

A . B afla¤›dakilerden hangisidir? 

A   = 3 birim , B  = 6 birimdir.  A ve B vektörleri aras›ndaki aç›  60° oldu¤una göre,   

A . B afla¤›dakilerden hangisidir? 

A B A + B  . A - B   çarp›m› 

A

7
2

9
2

x + 3 2 + y + 1 2  = 4                   B) x - 3 2 + y - 1 2  = 4   

x - 3 2 + y - 1 2  = 16                   D) x + 3 2 + y + 1 2  = 16  

MP
2
 = 7                  B) MP

2
 = 11               C) MP

2
 = 13             D) MP

2
 = 17 
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